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Resumen—La separación ciega de fuentes consiste en la recuperación de n
señales fuente a partir de m medidas que son una función desconocida de las
fuentes. La resolución del problema lineal indeterminado —m < n— puede
descomponerse en tres fases: representación de las señales en un dominio apro-
piado, estimación de la matriz de mezclas y estimación de las fuentes. En esta
comunicación se presentan distintos métodos para realizar la tercera fase y se
compara su comportamiento mediante simulaciones de Montecarlo.

I. I NTRODUCCIÓN

E
L problema de la separaci´on ciega de fuentes consiste
en estimarn fuentes a partir dem señales medidas que

son una mezcla desconocida de las primeras. El modelo li-
neal para cada instante de tiempo, es

Ax = b; (1)

dondex 2Rn es el vector de fuentes,b 2Rm es el vector
de medidas yA 2Rm�n es la matriz de mezclas descono-
cida.

Si el número de medidas es mayor o igual que el de fuen-
tes (m � n) es posible separar fuentes estad´ısticamente in-
dependientes siempre y cuando se verifique la premisa de
que no más de una sea gaussiana [1], [2]. En el caso indeter-
minado, cuando se dispone de menos medidas que fuentes
(m< n), la premisa es que pueda encontrarse una represen-
tación de las fuentes en un cierto dominio en el que un alto
porcentaje de los coeficientes sean peque˜nos [3], [4], [5].

II. CASO INDETERMINADO

La ecuaci´on (1) que modela el problema puede interpre-
tarse geom´etricamente como la proyecci´on de los vectores
fuentex pertenecientes aRn en el espacio vectorialRm de
los vectores medidab. Si denotamos comoaj la colum-
naj-ésima de la matriz de mezclasA, podemos reformular
(1) comob=

P
n

j=1
xjaj , que indica expl´ıcitamente que el

vector de medidas es una combinaci´on lineal de las colum-
nas de la matriz de mezclas. Seg´un esta interpretaci´on, si en
un instante determinado tan s´olo la fuentej-ésima es no nu-
la, el vector de medidas ser´a colineal conaj . Si las fuentes
tienen una densidad probabilidad tal que gran parte de las
muestras sean pr´acticamente nulas —escasez— las medidas
tenderán a agruparse en torno a las direcciones marcadas por
las columnas de la matriz de mezclas, tal y como se muestra
en la figura 1, lo que permite estimarA [4].

En muchos casos, aunque las fuentes no verifican la pre-
misa de escasez, es posible aplicar una transformaci´on li-
neal —STFT, DCT, Wavelet,. . . — quepermita expresar las
señales en un dominio en que los coeficientes s´ı la verifiquen
[5]. En esta comunicaci´on supondremos que las se˜nales ya
se encuentran en un dominio apropiado y que se ha estimado
la matriz de mezclas [4].
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Figura 1.aj deA 2R
2�3 (ĺıneas) yb (puntos) para fuentes con80% de ceros.

A. Estimacíon de las fuentes a partir de las medidas

El problema de calcularx a partir de la ecuaci´on (1) si
se conocenA—que supondremos de rango completo— yb

depende de la relaci´on entrem y n. El problema es trivial
si m = n, ya que basta con calcularx =A

�1
b. En el caso

sobredeterminado (m > n), la pseudo inversa [6]A+ pro-
porciona la soluci´on x = A

+
b que minimiza la normaL2

del residuo,jjb�Axjj2. En el caso indeterminado (m< n)
existen infinitas soluciones al problema (1), por lo que es
necesario imponer alg´un criterio adicional para escoger un
vector soluci´onx. Un posible criterio de caracter general es
imponer que alguna normaLp de la soluci´on sea m´ınima.
En concreto, la soluci´on proporcionada por la pseudo inver-
sa es aquella que minimiza la normaL2 de la soluci´onjjxjj2,
y sin ningún conocimiento adicional sobre la estad´ıstica de
las fuentes es la opci´on canónica [7]. Como mostramos a
continuación, si las se˜nales admiten una representaci´on es-
casa es posible dise˜nar mejores estrategias de inversi´on.

Supongamos por un momento que para cada vector de
fuentesx —en el dominio original habr´a un vector por cada
instante de tiempo, en los posibles dominios transformados,
uno por cada coeficiente— tan s´olo la componentej-ésima
es no nula. En ese caso,b será colineal con la columnaj-
ésima de la matrizA y las componentes del vector de fuen-
tes ser´an

xk =
a
T

j
b

jjaj jj
2

2

Æ
k

j
; k = 1; : : : ; n: (2)

En la práctica las se˜nales rara vez ser´an exactamente cero,
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sino que en cada instante una de las fuentes ser´a significa-
tivamente mayor que las otras. Para estimar cu´al es dicha
componente puede tomarse aqu´ella que maximice el pro-
ducto escalar del vector de medidas con el vector unitario
según la dirección de cada una de las columnas deA

j = argmax
k

jak
T
bj

jjaj jj
2

2

; k = 1; : : : ; n: (3)

De acuerdo a la exposici´on anterior, puede proponerse el si-
guiente criterio heur´ıstico —que denominaremos 1D— para
invertir la ecuaci´on (1): para cada instante calcularj según
(3) y a continuaci´on el vector de fuentes seg´un (2). La pre-
misa de que como mucho una componente sea no nula cada
vez se cumplir´a con mayor probabilidad cuanto mayor sea
el número de ceros en la representaci´on de las fuentes.

Otra posible familia de m´etodos consiste en construir en
cada instante una matriz reducidaAr 2 R

m�m utilizando
m vectores deRm, escogidos de entre losn vectores co-
lumnaaj según algún criterio de optimizaci´on. El vectorx
calculado tienen�m ceros correspondientes a las columnas
no seleccionadas, y las otrasm componentes vienen dadas
porA�1

r
b.

El método que se utiliza en [4] para el casom = 2, que
pertenece a esta familia, utiliza el criterio de dividirR2 en
sectores seg´un las columnasaj y escoger para cada instante
aquellos dos vectores entre los que se encuentra el vectorb.
Para realizar una interpretaci´on geométrica de este criterio
podemos utilizar la figura 1, en la que las l´ıneas representan
losn vectores columnaaj deA 2R2�3 y los puntos repre-
sentan las medidas. Las fuentes utilizadas tienen un ochenta
por ciento de ceros y verifican, adem´as, que no m´as de dos
fuentes son no nulas simult´aneamente. El s´ımbolo del pun-
to es distinto dependiendo de sobre qu´e fuente se impone la
condición de nulidad. Para que este criterio funcione bien,
los sı́mbolos distintos deber´ıan tender a agruparse en sec-
tores distintos. Un criterio posible —que denominaremos
m-D— válido para cualquier valor dem construye la ma-
triz reducida mediante lasm columnas deA que tienen una
mayor proyecci´on deb sobre sus vectores unitarios.

Otro posible criterio de la misma familia —que denomi-
naremosm-DL2— para seleccionar lasm columnas de la
matriz reducida es escoger aquelx con al menosn�m ce-
ros cuya normaL2 sea m´ınima.

III. R ESULTADOS NUMÉRICOS

Para comparar los cuatro m´etodos de invertir (1) propues-
tos se ha realizado una simulaci´on de montecarlo para el
casom= 2, n= 3. En primer lugar se han generado10000

vectores fuentex con una densidad de probabilidad

f(xj) = p Æ(xj) + (1� p)N(xj); j = 1; : : : ; n; (4)

dondeN(x) representa una distribuci´on normal de media
cero y varianza unidad. El par´ametrop representa la tasa de
ceros que se imponen sobre la distribuci´on normal (cuanto
más próximo seap a la unidad, m´as escasa ser´a la se˜nal).
Para cada valor de la tasa de ceros simulada se han generado

aleatoriamente5000 matrices de mezclasA, se han cons-
truido las medidasb y se ha estimado el vector de fuentes
x̂. Para comparar los resultados se ha calculado la relaci´on
señal ruido, definida como

SNR= �20 log
jjx̂� xjj2

jjxjj2
(dB);

y se han promediado los resultados obtenidos para las5000

matrices. Los resultados obtenidos con los cuatro m´etodos
se muestran en la figura 2. Como puede observarse, cuando
la tasa de ceros es peque˜na, el mejor resultado lo propor-
ciona el método de la pseudo inversa, aunque el m´etodom-
DL2 está muy próximo. Cuando la tasa de ceros es elevada
—lo que equivale a disponer de una representaci´on escasa
de las se˜nales— los m´etodos heur´ısticos basados en impo-
ner quen� 1 componentes sean nulas (m´etodo 1D) o que
n�m componentes sean nulas (m´etodosm-D y m-DL2)
consiguen recuperar mejor las fuentes.
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Figura 2. SNR mediante 1D (�), m-D (Æ), m-DL2 (�) y pseudo inversa.

IV. CONCLUSIONES

Para obtener una buena separación de n fuentes a partir
de m medidas en el caso indeterminado (m < n) es nece-
sario disponer de una representación de las señales con un
reducido porcentaje de coeficientes significativos. Cuando
esta condición no se verifica, la pseudo inversa proporciona
los mejores resultados, pero a medida que la tasa de ceros
aumenta, los métodos heurı́sticos presentados proporcionan
un mejor comportamiento.
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